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EF�G��GHIFJKLM

NOPLQMOH�RMLSTUJLPI�QV�WXLTMXT�OMY�ZTXKMQHQ[I�\=W=W&�\QJXQ]&���'''�&�^FJJLO

G�MT]�XQMXT_P�LM�`TXKOMLXJ�LJ�_UQ_QJTY�aOJTY�QM�PKT�MQPLQMJ�QV�J_OXT&�PL`T&�OMY�TMTU[I��ZKT�TMTU[I�LJ�UT_UTJTMPTY�aI�PKT�JF`�QV

PKLUPTTM�PTU`J�Tb_UTJJTY�OJ�_UQYFXPJ�QV�LMSOULOMPJ�QV�PKT�TcFOPLQMJ�QV�`QPLQM�LM�PKT�dO[UOM[LOM�VQU`�OMY�JXOHOU�VOXPQUJ�XQUUTJ_QMYLM[�PQ

PKT�_KIJLXOH� _UQ_TUPLTJ� QV�`OPTULOHJ��;LVVTUTMPLOH� TcFOPLQMJ� QV�`QPLQM� OMY� TcFLHLaULF`�OUT� QaPOLMTY� VUQ`� PKT� XQMYLPLQM�QV� PKT� VUO`T

LMYLVVTUTMXT�QV�TMTU[I&�LM�]KLXK�PKT�eFHTULOM�SOULOaHTJ�OUT�PKT�JQF[KP�VFMXPLQMJ�OMY�PKT�dO[UOM[LOM�SOULOaHTJ�OUT�PKT�OU[F`TMPJ��GJJF`_3

PLQMJ�OUT�`OYT�FMYTU�]KLXK�PKTJT�TcFOPLQMJ�XOM�aT�PUOMJVQU`TY�LMPQ�PKT�fQLJJQM�OMY�dO_HOXT�TcFOPLQMJ��ZKT�HO]�QV�XQMJTUSOPLQM�QV�TMTU[I

LJ�FJTY�PQ�QaPOLM�YT_TMYTMXTJ�aTP]TTM�PKT�dO[UOM[LOM�JPUTJJTJ�OMY�JPUOLMJ�LM�PKT�UTSTUJLaHT�YTVQU`OPLQM�UT[LQM7�PKTI�OUT�XQ`_OUTY�]LPK�PKT

Tb_UTJJLQMJ�FJTY�LM�PKT�PKTQUI�QV�THOJPLXLPI��ZKT�_QJJLaLHLPI�LJ�XQMJLYTUTY�QV�]KTPKTU�PKT�UTVTUTMXT�XKQLXT�VQU�PKT�`TOM�JPUTJJTJ�XOM�aT�YQMT

]LPK�UT[OUY�PQ�PKT�SQHF`T�TMTU[I�YTMJLPI�QV�_OUPLXHTJ�LM�PKTLU�LMLPLOH�JPOPT&�OJ�]THH�OJ�]KTPKTU�THOJPLX�YTVQU`OPLQM�XOM�aT�YTJXULaTY�FJLM[�O

JLM[HT�XQMJPOMP��GJ�OM�TbO`_HT&�PKT�TMTU[I�`QYTH�OMY�PKT�TcFOPLQMJ�QV�`QPLQM�LM�PKT�dO[UOM[LOM�VQU`�OUT�O__HLTY�PQ�YTJXULaT�PKT�`TXKO3

MLJ`�QV�PUOMJLPLQM�VUQ`�UTSTUJLaHT�PQ�LUUTSTUJLaHT�YTVQU`OPLQM��ZKT�YTSTHQ_TY�`QYTH�YLVVTUJ�VUQ`�PKT�XHOJJLXOH�QMT�aI�FJLM[�P]Q�LMYT_TM3

YTMP�LMVLMLPTJL`OH�Q_TUOPQUJ�VQU�PKT�PL`T�OMY�J_OXT��=P�LJ�JKQ]M�PKOP�NT]PQMgJ�HO]�QV�LMTUPLO�XOM�aT�UT[OUYTY�OJ�O�SOULOMP�VQU�PKT�YTPTU`LMO3

PLQM�QV�PKT�[TMTUOHLhTY�VQUXTJ�XKOUOXPTULhLM[�PKT�iLMTPLX�TMTU[I�XKOM[T�LM�O�aQYI�QM�LMXUT`TMPJ�QV�PKT�YLJPOMXT�aTP]TTM�PKT�QUL[LM�QV�PKT

QaJTUSTU�XQQUYLMOPT�JIJPT`�OMY�PKT�XTMPTU�QV�`OJJ�QV�PKT�aQYI��ZKT�O__HLXOPLQM�QV�PKT�dO[UOM[LOM�SOULOaHTJ�OMY�PKT�JF_TU_QJLPLQM�_ULMXL_HT

VQU�YTJXULaLM[�OMI�J_OPLOH�`QPLQMJ&�LMXHFYLM[�VQU�OaJQHFPTHI�UL[LY�aQYLTJ&�]KLXK�XOM�aT�FJTY�LM�PKT�YIMO`LX�OMOHIJLJ�QV�HLMiO[TJ�OMY�QPKTU

`TXKOMLJ`J�LJ�SOHLYOPTY��ZKT�`FHPLSOULOMXT�QV�PKT�XKQLXT�QV�[TMTUOHLhTY�VQUXTJ�VQU�OaJQHFPTHI�UL[LY�aQYLTJ&�LMXHFYLM[�]KTM�_OJJLST�VQUXTJ

OULJT&�LJ�XQMJLYTUTY��ZKT�`TPKQY�QV�YIMO`LX�OMOHIJLJ�QV�`TXKOMLJ`J�YTSTHQ_TY�QM�PKT�aOJLJ�QV�PKT�TMTU[I�`QYTH�OHHQ]J�PKT�VFHVLHH`TMP�QV

PKT�HO]�QV�XQMJTUSOPLQM�QV�TMTU[I�VQU�OMI�_OUP�QV�PKT�JPFYLTY�JIJPT`�LM�OM�OUaLPUOUI�PL`T�LMPTUSOH�

#$%&'()*:�TcFOPLQMJ�QV�`QPLQM&�dO[UOM[LOM�SOULOaHTJ&�LMSOULOMPJ&�[TMTUOHLhTY�JXOHOU�VFMXPLQM&�TMTU[I�`QYTH&�JPUTJJTJ&�JPUOLMJ&�JQHLYJ
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���������)4���)�����-��58�����&���,���0!)�!,�")��3

 ���!
������!,������ ����&��� ��������� � � � ��� � � �∈
������"�����������-�����"�������k"�-)�+�,�0���)���"�3

����"�"�������0-�������,���+���)� ��������� .��-

,"���"��������������!"�������

� � ��� � �� � �= α l�m

���� � � � ��α ∈ α β γ 6�,�"�-������2��"��+��n�o&����� ���3

�������"���5!��-���,���0�������� ����������"������

 ������ �� ��� =α = �� ��� =β = �� 	�� =γ =
2
5�������������0�������)����+�����"�+����)���

!"������)�����+���)�l�m&��������!����
���1�"-���


�5��0-�����)�&�,"������)4�������+���� ���������5�
3

���-���-����� �����������-���/��"��)�,���,"�����3

��
��"�������)�)��)���)��5�54����������)"������3

"����"���������
5������������+���)��&������������3

��&����+���! ����������������"����������"����"����3

��������-��l�m��k���-�-��54�-���! ��������-�����"�3

�������p����"������� �ξ l,�q��&����&���m&�����-� ������"�

-��!�)������"���,�"�-�4���)&����"�������!���"���):
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ξ = = + +

ξ = = + +

ξ = = + +

� � � � l>m

�"������"���������0�"�� � �
�� � �� � α∂ ∂α ≡ �����"����,"�3

���)
����1�"-���
� �������l5�0"�0-�"�����5�54��3

�������"������m:
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� � �

� � �

α β γ

α β γ α β γ

α β γ

ξ = + +

ξ = + + + + + +

+ + +

ξ = = δ δ

l�m

�"������"���������0�"�����"�������1�"-�����
�� �

�

�∂
≡

∂α
� �� �� α≡ �l���"�����5�0"�0-�"�����5�54���������"��3

���m:
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�

α β γ

α β γ α β γ

α β γ

ξ = + +

ξ = + + + + + +

+ + +

ξ =

l?m

�"�-��.����&�����"�����-��)��)
��)�,!��
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� �= ∫ � l�m

���"�������"����,���"�-��������"�������"������� l?m

���0�"�����"�������1�"-����
� 
 � �

�� � �
 ��� ��� � � � � 	� � �ξ = ξ ξ = ξ ξ = ξ∫ ∫ ∫ lAm

��,�������-&��� ��������&���������)�r����,�����)���3

1�"-���)s� l-�"��9�������m&� ����"�)� ��"����"�0!��

!,"� ������ �� ���,���� ��,���0�����)� ,����� �����

��������-���"�����n>o�

k��"���,"��0�������,���"�-������� � ��� α � ���"��3

�-��"���
��)&������������������������������-�,���!3

����-�-��������n�o�,��������� �������,"����)
������3

������,���+����������"������$���"������ �ξ �l,�q��&����&

��m�)��)
��)�����������)�-���-��� ������1�"-!��"��3

���,��)��)�.��"��)�

$�,���0�������,��)��)�.��"��)���0���������"���3

��)�.��"����,�0���)�����)�������������&����5����-��

��)�,"����0�"�����)�,�������)������-�����
5���!���3

��)������������0��������&������+��-�������,"�����3

��)�.������������,��"���������5�
���-�-����+���)-�

��)��5�0�� ���)�5������ ���-�����,"�"�4����

�
5���1!������ � � � � �
 �α β γ &��! �����)�"�0�� �!
�,"�3

"��!����"������ � � � ��α ∈ α β γ ����"�-����+&�����5����-�

��,���0������ ������0�����-����,�"���"�:� �,�"���"

Yp��)�,"�"�4���������"�-���:

� � � � � � � ��
 � 
 �α β γ =
�,�"���"�δ���)�,"�"�4�������,"���"������:

� � � � � �
 � 
 
 
α β γδ α β γ = δα + δβ + δγ
���� � �δα δβ δγ 6�5������ ���-�����,"�"�4���)�,�"�3

-������2��"��+��

�������)-��.��"����)��)
��)� ������&�����-� ����

5������ ���-��������58�-�-� � 	�δ = δαδβδγ ���)��5�53
4����������)"����1!���������,���0!�-�)��5�0�� ���3

�-� � ���� �δ = δ ξ ��,�"���"�δ�,�� �"�������������������
��"����"��%��"�-����-�,"����������)-����,"�����"�3

 �����,���0������-&� ���1!����
� � ���δ ξ �-�+���,"��3

����������������!--�����������-��&�����"���0����)�

������������������0�����"������
��

�

� ��� �
�

� �
=

δ = δ ξ∑ lDm

,"� �-���+����������-���-�+���,"����������,"��0��3

�����-�����������!
4��������"����������58�-� ��δ ��

����)"����-��+������ ��� ��5��,� ���
4���"��������

"�0-�"�������������-��:
�� ��

�
� �

� �� � � �
� �

� � � �
= =

δ = δ ξ = ξ δ∑ ∑ � lBm

9�������)����������-��� ����������"������&�-�+3

���,���!��"�������!4��������������"�0�� ���������

.��"���&���"����"�0!
4������54�-���! ������+����

�5���
�������"����������1�"-�"!�-������&���"�+�
3

4������)�������.��"��
�"�0�� ��������-��� �����

1����"��&�,"�)��)�-������0-�������,���+���)&��58�-�

��1�"-���������)
4������ ������

�+�1
������-��	����
��2�0�
���
�
�������0�

��)�,"���� ���������,���0�����)�0���������"���3

��)�.��"����!��5�����,"����)������.��"��
&���,"�"�3

4���)�����������)
4��� � � ��� ��δ ξ �����"���0����)����

����"������� �ξ �l,�q��&����&���m&�)��)
4���)������
�� �3



����������	�	��
������
���������������������������������������

"����1!����)-����-,������ ����������!
4��������3

"��p�������0�"����%����!,����������-��� ������,�3

"�-��"��&�  �"�0� ����"��� -�+��� ������ ����"�����

� ��� � ��ξ = ξ ��5"�0!
���5�54���������"������� 	�� �t��3

�����)�,"�"�4���)�����"�-����� � � � ��� � � �� � �δ ξ ����,"�3

"�4���)����5"��������)��,�����)����+���)����"3

������ �� �����!���0�,�����

� � � � �� � � 	� �
� � � � � �� �

� �

�
� � � � � �

�

∂δ ∂ξδ ξ = = δ
∂ξ ∂

l'm

*��1�"-��,"���)� �����!"������)�l'm����,�������

�,"��������-��5�54���������� �� �����-�"��,"�"�4�3

��)�"�5�������,"�"�4���)���5�54����������-��� ��3

�������"������ �� �n�&�>o�� � 	� �� 	 
= ∑ �%������������&

!"��������l'm�-�+���"���-��"����������"��,"���"���3

����,��)��)�r�5�54���������s����"�0�� ��������

.��"���� 	�� �#��+������ ���δ ���!"��������l'm�)��)���)

.��"���� ����-��,"��������-��5�54���������������

����

� �
� �

�� �

� �

�
� � �

� �

∂δ ∂ξδ = = δ
∂ ∂

l�	m

����"�)���"����"�0!������"������0-�����)����������3

�!
4���������.��"���� � � ��� � �� �δ ξ � �������,"���0-�3

����������-��� ���������"������� 	��

k�5�"� �5�54������ ���"������ �� �54�-� ��! ��

�!58�����������+�����0�����"������� ��ξ ���0�����-����

������5��������"���-��"����-���0��� �&�-�+���5���

,"���������� �"�0�,"������������"�����,"��)���������3

-�����"��������5�
�����)�l����"�����&�������"� ��3

���&��1�"� ��������,"�m&��!58���������,��������,"�"�3

�������,�������!�,"��0���������5�54����������������3

������!
4�������-��� ���������"���������+���5���
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���-�-

.��"���� ����-&����+�����"����"�0��������+������

1�0� ���������������-���"�������5���"���&�������"��

,"������������+������t������������-�����������"���3

��-�� �ξ �����)����0��������"�����)�.��"���&���������>

�0�����"�������-��!��5������0�����-�-���������� ��

����)"������.11�������� �� �l,�q��&����&��>m�0����)����

��5�"��������,"���-��-����0�������!�5�0����������

.��"���&��������5�"�0�� ���)���"�0-�"��������������0

�������0���������)�������0�� ���)���"�0-�"�������"!3

�����%�����������-�+�!�.��-��-��+����)-��-�+��
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��)�����3
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��,"�-�"&� ������������-�+�!���.11�������-�
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5!�!���-�������

� � � � �	�� � � 	 �= α = β = γ + γ
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� � � � � � � �

δ = − δ <

δ = δ = δ >�

$0�0���������"�����)�.��"���
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 � � 
 �� � � 
 � �� � ��� � � � � � � � � � �δ + δ = − δ + δ =
����!��� � 

 	��� � �= �y������,���0�������54�,"��)���

�5�0�� �������)�!���"���)����5�������,�����)� ���� �=
������ � 

 	� � �= �y����"���-��"��������� �����!&�������

��-������/&������� � �� ��= � 
 
�� �= � ���,"��������

�54�,"��)��-���"�+���)-���)������� ��������,����3
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� 	� � � �� �= ∆ = ∆�



��������	�	��
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�����������������������������������������

$0�,"�"�4���)�,�������������.��"���� ��� �= − ×
�� �× � ,"�� ��,"�������� ���� .� �� ����"!� v�-��� ���

�� �� �� �= �,"����,"������������ .��������"��v�-��

�5�54����)��������-��!��-� ��� ��= � ���5������!3

 �)����,"��������������"��v�-�����,"�����,���+��

�5� ���,"���-��-�-!���,"������
�����������

��.11�������� �� u 
� �����������!
����������-�-�3

��"���������5�������5"���-�����1�"-��������.11�3

�������,"�������"�������,���"�-��������"������&��

��-� �������)�,!���l�m&����+�����"����"�0�����������3

,��������,"������&�����-� �������)0���������"����-

�����������,���"�����)�� ������

%�! ���-�l>>m���,")+���)������ ���σ ���������,")3

+���)�2��"��+�� ���τ �-�+���,"���������� �"�0���.13
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α α β β γ γ
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σ = τ + τ + τ =

= + + +
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α α β γ

α α β β γ γ

σ = τ + τ + τ =
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� � � � � � �
�

� � � � � � � � �

α α β β γ γ

β α α β β

γ γ α α β β γ γ

σ = τ + τ + τ =

= + + +

+ + + +� � �

� �����)&� ���-��+��������.11�������� 
� ���!"��3

����)��l>�m�-��!��,"���-���������������0�� ���):

� � � � � �� � � � � �� � � � � � �α α β β γ γ+ + =� � � �,"��,0102��

� � � � � � �� � � � � �� � � � � �α α β β γ γ+ + =� � � �,"�� �� �≠
1���� �������.11������� 
� �������������������"-���3
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� � � �

� � � � � �

� � � � � �

α α β β γ γ

α α α

β β γ γ

σ = τ + τ + τ =

= + +

+ + +
9������������"����������"����"����������,")3

+������������)��)�-�+���� �������"��������,")+����

����� � � ���� �� ��σ = σ + σ + σ ���)�����"�����0�l>�m�,�3
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� � � � 
 
� 
 � �� � � �σ = ξ + ξ + ξ l>Am

������! ���-� 
 ��� � �ξ = = δ δ

� � � � 
� 
 � �� � 	� � � �σ = ξ + ξ +
��.11������� 
� �)��)���)�������������������)
3

4����"���������,")+���)&�-�+������)���������������3

5�"��� ������� �����������"��������,")+���������

-�+�����"����"�0�����������0-������&�����"���0������

������������!����.11��������� �� ��� �� :
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ξ + ξ ξ ξ     ∆σ = ∆ = − + −         
%"��������,")+��������������-������)����-�+��

�,"���������0� l>Am&� �����! ������� ������� 0�� ���)

����"������� � � 
�� �� �� ��� = ξ = ξ = ξ =

� � � � 
� 
 �� � � �=σ = + +
 ���������!���)���!"������)-��l>�m��#�+�����,!�����&

 �����.11������� 
� �! ��������,"�������!
4!
��5"�3

5���!&�����-� �����,����� ���!
���1�"-���
&�����"�)

-�+���,"���������!,"� ����
����0-�����
�.��"����3

 ������������)��)�-���"�����

z!��-�� �����&� ������������-������)������)�"�0�� 3

�����������,��������"�����"��������,")+���)�������3

�!���,"���-����"����-��	��z���������&�0�� ����� �σ
-�+���"���-��"����������1�0� ��������������&����-��3

��������58�-�!
�,���������.��"���&���)0���!
����"�-)

!,�-)�!��-������"�����-�&����������-������)���� ��3

�����

���5����-�����! ������ ���������"���������,")+�3

��)�����!��&���,"�-�"&��0��"������)�0������!,"!����

�0-�����)��58�-�� ��σ = ε ���0�����-�z���)u#�"�����

34�q�XQMJP&�����"���-�+���,"��5"�0�����������!

� � � � � �� �� � � � � �− = −
���"������������� ���������! ���0������!,"!������0-�3

����)��58�-�&������! ����� �� �� �ε ≈ ∆ ���-��!����58�-3

����!,"!������#�"���-��"����������������!
4�������3
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y������.11�������� �� u 
� ��0������&�������,��!"��3
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1!�����&�����-� �������,")+���)�2��"��+��,��������3

����)-�l>>m��������,��!"������)-�l>�m�

*"���-�)� �� q 
� q�	&�-�+����!4���������!,"��3
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������-�����,")+�����2��"��+������.11�������-�� ��
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� �� β γα ∂ ∂∂ + + =

∂α ∂β ∂γ
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����!"��������������� �����"����"�0"�5������n'o�

*"�� �� q�	����� � � � �� �∂ ∂α = ∂ ∂α ����0�"� ��τ ������3

����)���--��"� ��-&�����.����-����-�������������3
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��,")+���)�����1�"-�����2��"��+������ �
��)�����

-�����5��-�-��+�����-� � �
 ��� � �� �τ = �,��)������,")3

+��������������)��05��� ��-&������������-���"����

�,"����)���������������1�0� ����)����������� �	� �*"�

�� q 
� q�	&���,���0!)��5�0�� ����� �
 �� = ϕ ��-�����l>Am

,��! �-

� �� 	�� � �� �σ = τ = ϕξ l>Dm

k�"�5����n�o������0����,"��,���+����&� ���������

��.11��������ϕ�������� �����)��������"������,�����)
,"����������1�"-�������!,"!�����5�����&�����)�,�"�3

���������������������"��������,")+��������"!�������3

�!���������� �"��������,")+�����2��"��+�� �τ = ϕ � �

,"��5"�0������!"��������l>Dm������!

� � �� �σ = τ +ϕΓ

���� � � �� � � �α β γ= + + 6��"������0�� ������0-�����)

�����"�5�"�5������ ���-������,�"������,�,����
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�� � �� � � �� � � � �= δ δ = + + � � � ��∈ α β γ � n�	o��t�����,"�

������"����-��+��������+�����5�
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 � �	� � � �−σ = ϕ = ϕ = ϕ ���)�,�"���������5� �������3

���������� ���,"��)��� � ���τ = ϕ − ����"��������,")+�3

���������5!�����,"����)���!"�������


 � � � �� �� �� � 	� � � � � �−σ = τ = ϕ − = ϕ −
��)�+���0��,"��ϕ��������#�q��A'�w*��.�����������3

�������� ����)����!��������������.��,�"�-����������
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�� �� �	� ��� − −= + ⋅ σ + ⋅ σ
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����5�����	�	�A�{�

��)�����������"���)+���)���!"������)-�����+���)

�� �� �� �� �� ���� �� ��� � �= α + ε = β −µε = γ −µε
����µ�6���.11�������*!������&��0�"���������l>Dm�,��!3

 ��-� �� 
 ��� ��σ = φε − µ ����� ��� ���σ = ε ������! �����0�3
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 �	� �= − µ
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 ���)�����"������� �ξ ��� 
ξ ��0

.��"���� �������5�����������.11��������� � 
�� � � �0

!"��������l>>m���)�,"����������1�"-��������"�������

-�+����5�����������-&� ���1���� ���������! �����
�

.��"��
� ������&���)0���!
����0-������-��58�-���

���� �
��)� ����� ,����)���-� -��+�����-�� ��)

��������������"������ �ξ �,"����1�"-��������"�������

-�+���� �����

� �

� � ��� � ��� � � �

� � �� � �
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α β γξ = + + = + ε + ε + ε =

= + ε = + ε ≈ + ∆ ≈
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α β γ α α

β β γ γ
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+ + + ξ = l>Bm

��,"�-�"&���)�������"��������+���)��-����� l>Bm
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